Aufgabenkatalog Algebra — Sommersemester 2019
Aufgaben zum Thema R2?/R3 und lineare Gleichungssysteme
DRr. ANTON MALEVICH, LEONARD BECHTEL, JULIAN MAAS

Aufgabe 1 (1)
a) Bestimmen Sie fiir die folgenden Geraden je eine Gleichung.
(i) (1,3)+R-(2,-1), (i) (4,1)+R-(1,-1), (iii) (0,1)+R-(1,0).
b) Bestimmen Sie je eine Parameterdarstellung fiir die folgenden Geraden.
(i) z+y=3, (i) 3z —4y = —4, (iii) 22 +y =5.
Aufgabe 2 (1) Bestimmen Sie eine Gleichung der Geraden durch Punkte a und b.
a) a=(2,1),b=(4,-1), b) a=(3,-2),b=(-2,1).

Aufgabe 3 (2)

a) Es seien a, b, ¢ drei Punkte in R?. Zeigen Sie: a, b, ¢ liegen genau dann auf einer
Geraden, wenn det(c — a,b —a) = 0 ist.

b) Priifen Sie, ob (3,2), (6,—1) und (2,3) auf einer Geraden liegen.
c¢) Die Punkte (p,3), (8,1), (3,5) leigen auf einer Geraden. Bestimmen Sie p.

Aufgabe 4 (2) Die Gerade ¢ sei gegeben durch die Gleichung 5z — 12y = —3. Berechnen
Sie den Abstand von P zu { in den nachfolgenden Féllen:

a) P=(1,0), c) P=(0,0), e) P=(3,2),
b) P =(0,1), d) P=(4,-1), f) P =(19,9).

Aufgabe 5 (2) Die Gerade ¢ habe den Stiitzvektor (1,3) und Richtungsvektor (—2,1).
Berechnen Sie den Abstand von P zu ¢ fiir die folgenden Punkte:

a) P=(1,0), c) P=(0,0), e) P=(1,3),
b) P = (0,1), d) P =(-1,2), £) P=(19,9).

Aufgabe 6 (2) Es sei ¢ die Gerade mit der Gleichung 3z + y = 4. Bestimmen Sie alle
Punkte der Ebene, welche einen Abstand 1/10 zu ¢ haben.

Aufgabe 7 (2) Gegeben sei eine Gerade m durch die Gleichung 3z — y = 6 und die
Gerade ¢ = (—2,3) + R - (2,1). Bestimmen Sie die Punkte von ¢, welche Abstand /10 zu
m haben.

Aufgabe 8 (2) Gegeben sind die Punkte P = (4, —2) und @ = (3,1). Bestimmen Sie die
Punkte R, fiir die gilt: ZRP@Q = 30° und die Fliche des Dreiecks PQR ist gleich 10.

Aufgabe 9 (2) Der Punkt (a, 1) habe zu der Geraden ¢ mit der Gleichung 3z — 4y =1
den Abstand 5. Berechnen Sie a.

Aufgabe 10 (3) Es seien a,b € R?, beide ungleich 0. Beweisen Sie, dass p = ﬁ‘:ﬁ%

LotfuBBpunkt von b auf a ist, d.h. der Punkt auf R - ¢ mit minimalem Abstand zu b.
(Hinweis: Es wird ein ¢t € R gesucht, sodass ||ta — b||* am kleinsten wird.)
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Aufgabe 11 (1) Bestimmen Sie fiir die Vektoren a und b den Lotfufipunkt L,(b) von b
auf R - a, d.h. den Punkt auf R - ¢ mit minimalem Abstand zu b.

a) a=(1,1,1), b= (4,2,3), d) a=(1,0,0), b=(1,2,3),
b) a=(-1,2,—1), b= (2,1,2), e) a=(0,1,1), b= (1,2,4),
¢) a=(2,3,1),b=(0,1,1), f) a=(-1,1,2), b= (2,3,—1).

Aufgabe 12 (2)
2 (1) +R-(2) +® (), o (§)+R-(3)+R(3),
b ()& () +R (}), (1) +Rr () +R-(2).

Aufgabe 13 (3) Es sei £ = b+ R - a eine Gerade in R3. Zeigen Sie: Es gilt 2 € ¢ genau
dann, wenn a X x = a X b.

Bestimmen Sie fur die folgenden Ebenen jeweils eine Gleichung.

Aufgabe 14 (2) Finden Sie alle Losungen des linearen Gleichungssystems Az = b, wobei

2 -1 0 5 -2 3 -1 —7
a) A=[1 1 1|, 6=]-2], ) A=|1 4 —2|,b=|-7],

3 2 -3 -3 1 2 1 1

1 -1 1 4 1 1 1 4
by A=[2 1 1|,b6=|1], d) A=|2 3 1|,6=|8

1 -1 2 3 1 -1 2 3

Aufgabe 15 (1) Parallele Ebenen.

a) Es seien im R? drei Ebenen gegeben:

Elz{(g) €R3‘2x—3y+z:1} sowie

E2:( )R (0 )+R()undE3:( ) +R(1) +R(3).

Warum sind F, Fs und E3 parallele Ebenen? Sind welche davon gleich?

b) Es seien im R? die Ebene E; durch die Punkte (%1), ( 5 ) und <_§1> sowie die

Ebene Ey = {(z,y,2) | 3z + y + 22 + 2 = 0} gegeben. Sind diese Ebenen parallel?
Bestimmen Sie den Durchschnitt £1 N Es.

Aufgabe 16 (2) Es seien in R? drei Geraden gegeben:

6= () (D). Ga=(F)rr(). a= () r(Y).

Welche Paare dieser Geraden sind parallel, windschief, schneiden sich? (Zwei Geraden in
R3, die sich nicht schneiden, aber auch nicht parallel sind, heien windschief.) Begriinden
Sie und geben Sie gegebenenfalls den Schnittpunkt an!

Aufgabe 17 (2) Bestimmen Sie die Schnittmenge der Ebene E und der Gerade /.
a) E:xy+aet+a3=1,0=(1,2,3)+R-(1,2,3),

b) E:xi+xy+ 223 =4,¢=(10,11,12) + R - (1,1, -1),
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c) E:2r1 — 3o +x3=-2,0=(—-1,4,-2)+R-(2,—-1,1),
d) BEray— 209 +a3=1,0=(2,1,2) +R-(1,1,1).
Aufgabe 18 (2) Bestimmen Sie die Schnittmenge der Ebenen E und F'.
a) F:xy+axa+ax3=0, F:x1+2x9 —4x3 =0,
b) F:2x1+x0—23=2, F:21+ 29 — 43 =2,
c) Eixi4+ag—x3=2, F:3x1+x0 — 23 =1,
d) E:2x1 —4x9 + 323 =6, F: 21 + 19 — 43 = 2.
Aufgabe 19 (1) Berechnen Sie die folgenden Absténde:
a) vom Punkt (2, —1,4) zur Geraden R - (1,1,1);
b) vom Punkt (1,1,1) zur Ebene = + 2y — 2z = 4;

c¢) zwischen den Geraden (1,0,1) + R - (—1,2,0) und (0,1,4) + R - (3, -2, 2).
Aufgabe 20 (2) Es seien die Vektoren u = (g), v = (%) und w = ((1)) in R3 gegeben.

Finden Sie den Punkt p € R - w mit minimalem Abstand zu v. Finden Sie den Punkt v’,
der durch Spiegelung von v and der Geraden R -w entsteht. Machen Sie hierzu eine Skizze!

Aufgabe 21 (2) Fiir eine Basis (a,b) von R? nennt man die lineare Abbildung A : R? —
R? mit A(xa + yb) = za die Parallelprojektion auf Ra entlang b.

a) Bestimmen Sie die Matrix der Parallelprojektion auf R(1,0) entlang (0, 1) sowie die
Matrix der Parallelprojektion auf R(0,1) entlang (1,0).

b) Bestimmen Sie die Matrix der Parallelprojektion A auf R(1, 1) entlang (—1,1). Fin-
den Sie dafiir zuerst die Koordinaten der Vektoren e; = (1,0) und ez = (0,1)
beziiglich der Basis ((1,1),(—1,1)).

Aufgabe 22 (2) Drehungen und Spiegelungen in R2.

a) Geben Sie die Matrix der Spiegelung des R? an der Geraden y = 2.

V3 _1
b) Entscheiden Sie, ob die Matrix ( ? \/g ) eine Drehung oder eine Spiegelung des R?
3 3

beschreibt. Bestimmen Sie den Drehwinkel bzw. die Spiegelungsgerade.

Aufgabe 23 (2) Drehungen und Spiegelungen in R%. Welche der folgenden Matrizen
entsprechen einer Drehung bzw. einer Spiegelung des R?? Geben Sie bei der Drehung den
Drehwinkel und bei der Spiegelung die Spiegelungsgerade an.

2 1 3 1
4 -1 2 2 0 1 -1 11 -1
1 4 ) \v2 2" \-10)" \_v8 _1]” \0 1)’ V3
2 2 2 2 2

(i) Finden Sie einen Richtungsvektor v der Geraden G mit ||u|| = 1, sowie einen

Aufgabe 24 (2) Spiegelungen von R2.
weiteren Vektor v € R? mit u L v und [jv]| = 1.

V)

»
N[— N
=l

a) Es sei A die Spiegelung an der Geraden G mit der Gleichung 3z = 2y.
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1 0
(ii) Offenbar ist B = (u,v) eine Basis des R?. Beweisen Sie, dass pAp = <O 1)
ist. Machen Sie eine Skizze dazu!

(iii) Bestimmen Sie die Matrix A = gA¢ (€ ist die Standardbasis).
b) Bestimmen Sie die Matrix der Spiegelung an der Geraden = = 2y.
4
5

c¢) Die Matrix (

[SA =N S{[JN]

) beschreibt eine Spiegelung. Finden Sie die Spiegelungsgerade.

ulw

Aufgabe 25 (2) Es seien die Vektoren u = ((1)), v= (%) und w = ((1J> in R? gegeben.
0 1 1
a) Finden Sie eine Orthonormalbasis (b1, b, b3) von Rg, so dass

b1 parallel zu v ist,
by in der Ebene durch den Ursprung und Punkte v, w liegt,

(b1, ba, b3) negativ orientiert wird!
Wieviele Moglichkeiten gibt es insgesamt?

b) Essei E=R-u+R-w und A die Spiegelung des R? an der Ebene E. Es sei ferner
C = (c1,ca,c3) eine positiv orientierte Orthonormalbasis von R? mit ¢z = u und
c3 = m Berechnen Sie die Matrizen ¢cA¢c und A = ¢A¢ (€ ist die Standardbasis).

Finden Sie nun den Punkt v, der durch Spiegelung von v and der Ebene E entsteht.

Aufgabe 26 (2) Es sei die Matrix A gegeben mit

V242 V2-2 1

7! 1 2

A= |22 +2+2 1
1 1 2

_1 _1 42

2 2 2

a) Beweisen Sie, dass die lineare Abbildung A : R? — R? mit Matrix A orthogonal ist.

b) Esseiv = (_(1)1 ) Bestimmen Sie A(v). Ergénzen Sie by = m zu einer Orthonormal-
basis B und berechnen Sie die Matrix gAg.

¢) Argumentieren Sie, warum A eine Drehung ist. Bestimmen Sie die Drehachse und
den Drehwinkel ¢.

Aufgabe 27 (2) Es sei die Matrix A gegeben mit

V2+2 V22 1
4 4 2
A=|v2=2 v2+2 1
4 4 2
1 1 _V2
2 2 2

a) Beweisen Sie, dass die lineare Abbildung A : R® — R3 mit Matrix A orthogonal ist.

2-2
b) Es sei v = <\/§_2>. Bestimmen Sie A(v). Argumentieren Sie, warum A eine Dreh-

2
spiegelung ist. Ergénzen Sie b; = |L zu einer Orthonormalbasis B und berechnen

vl
Sie die Matrix gAg.

c) Argumentieren Sie, warum A sogar eine Spiegelung ist. Geben Sie eine Gleichung
der Spiegelungsebene an.
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Aufgabe 28 (3) Es sei eine Abbildung A : R3 — R? gegeben mit ||A(v) — A(w)| =
lv — wl|| fiir alle v,w € R? und zusitzlich A(0) = 0. Zeigen Sie:

(A(v), A(w)) = (v,w) fiir alle v,w € R3.

Aufgabe 29 (2) Zeigen Sie, dass A; und As Drehungen sind, und bestimmen Sie die
Drehwinkel (bzw. die Cosinus der Drehwinkel) und die Drehachsen.

2 -1 -1 . 1 2—-v6 1+2V6
A1:% 0 V3 —V3], Azzg 2+6 4 26
V2 V2 V2 1-2v6 2+6 1

Aufgabe 30 (2) Die lineare Abbildung mit der Darstellungsmatrix

a -0 «
B —a —«
a a =0

ist orthogonal. Bestimmen Sie o und S.

Aufgabe 31 (2) Essei A:R3 — R3 eine Drehung um die y-Achse R (g) um 7. Bestim-
men Sie die Matrix von A (bzgl. der Standardbasis).

Aufgabe 32 (3) Drehungen und Spiegelungen von R3.

a) Geben Sie die Matrix (beziiglich der Standardbasis) der Spiegelung an der Ebene
1+ x9 —x3 = 0 an.

b) Geben Sie die Matrix der Spiegelung an der Ebene 221 — 229 — 23 = 0 an.

c) Geben Sie die Matrix der Drehung mit Achse R - (é) und Drehwinkel § an.

d) Geben Sie die Matrix der Drehung mit Achse R - (_:31) und Drehwinkel 7 an.

Aufgabe 33 (3) Es sei B = (by, bs, b3) eine Orthonormalbasis des R?. Beweisen Sie, dass
<U7b1>

fiir einen beliebigen Vektor v € R? stets vg(v) = ((v,b2>> gilt.
<v7b3>

Zur Erinnerung: yg(v) bezeichnet die Koordinaten von v beziiglich der Basis B. Es gilt

v(v) = (%) < v = xby + yby + zbs.



